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SUR LE RANG DES COURBES ELLIPTIQUES SUR LES
CORPS DE CLASSES DE HILBERT
NICOLAS TEMPLIER
“ces brouilleries inexplicables”
Abstract. Let E/Q be an elliptic curve and D < 0 a sufficiently large
fundamental discriminant. If E(Q) contains Heegner points of discrim-
inant D, those points generate a subgroup of rank at least |D|δ, where
δ > 0 is an absolute constant. This result is compatible with the Birch
and Swinnerton-Dyer conjecture.
Re´sume´. Soit E/Q une courbe elliptique. Soit D < 0 un discrimi-
nant fondamental suffisamment grand. Si E(Q) contient des points de
Heegner de discriminant D, ces points engendrent un sous-groupe dont
le rang est supe´rieur a` |D|δ, ou` δ > 0 est une constante absolue. Ce
re´sultat est en accord avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
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1
21. Introduction et e´nonce´ des re´sultats.
1.1. Points alge´briques sur les courbes elliptiques. Soit E une courbe
elliptique de´finie sur le corps des rationnels Q. Pour un corps de nombres
M , le groupe abe´lien E(M) des points rationnels de E de´finis sur M est de
type fini par le the´ore`me de Mordell-Weil. De nombreux travaux portent sur
l’e´tude de ce groupe et beaucoup de questions demeurent largement ouvertes,
notamment la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
Un outil fondamental dans l’e´tude de E(M) est la construction de “points
spe´ciaux”. La the´orie de la multiplication complexe permet de construire
les points de Heegner qui sont de´finis sur les corps de classes des corps
quadratiques imaginaires. Pour D < 0 discriminant fondamental, on notera
HD le corps de classes de Hilbert de Q(
√
D). Rappelons que la formule de
B. Gross et D. Zagier [27] et la me´thode de descente de V. Kolyvagin [36,37]
font appels a` ces points de Heegner pour montrer le re´sultat suivant. Lorsque
l’ordre d’annulation de L(s,E) en s = 1/2 est au plus 1, il est e´gal au rang
du groupe E(Q).
Dans cet article, on s’inte´ressera au groupe E(HD) et a` la question de
savoir si les points de Heegner sont line´airement inde´pendants ou si au con-
traire ils auraient tendance a` “s’aligner”. Une autre fac¸on de formuler le
proble`me consiste a` demander quelle est la taille relative du sous-groupe de
E(HD) engendre´ par les points de Heegner.
Conside´rons l’e´nonce´ quantitatif suivant. Il existe une constante absolue
δ > 0 telle que
(1) rangE(HD) > |D|δ
lorsque |D| est suffisamment grand et satisfait une condition de compati-
bilite´. On peut faire les remarques suivantes. D’une part cet e´nonce´ serait
conse´quence de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer qui dit essentielle-
ment que δ ≈ 1/2 serait admissible (voir § 1.2). D’autre part Ph. Michel et
A. Venkatesh [44] ont montre´ dans un cas particulier (condition de Heegner)
qu’il serait conse´quence d’une hypothe`se quantitative sur les petits premiers
de´compose´s dans Q(
√
D). Enfin il serait conse´quence de certaines heuris-
tiques sur la non-annulation de valeurs critiques de fonctions L comme an-
nonce´ dans [43, section 2.4]. E´tant donne´ ce faisceau convergent d’indices,
on peut donc espe´rer que l’e´nonce´ soit vrai!
Dans ce papier on de´montre l’ine´galite´ (1) inconditionnellement en suiv-
ant la troisie`me approche (voir le The´ore`me 1 pour un e´nonce´ pre´cis). La
condition de compatibilite´ (5), qui est e´quivalente a` l’existence de points
de Heegner de discriminants D sur E, est essentiellement optimale, voir le
§ 1.2. On atteint ce degre´ de ge´ne´ralite´ par une nouvelle ide´e simple qui est
suffisamment robuste pour s’adapter a` toutes les situations.
Une variante inte´ressante consiste a` conside´rer des corps de classes ram-
ifie´s. Ce cas a e´te´ e´tudie´ en de´tail pour son interaction avec la the´orie
3d’Iwasawa et un re´sultat important est le suivant. En re´ponse a` une con-
jecture de B. Mazur, V. Vatsal [71, Theorem 1.4] et C. Cornut [12, 13] ont
montre´ que si l’on fixe un discriminant D et un nombre premier p et que
le corps M ⊃ HD est le corps de classes de Q(
√
D) de conducteur pn, le
rang de E(M) est ≫D,p pn lorsque n est assez grand. Ce re´sultat a e´te´
e´tendu aux corps de classes des corps totalement re´els [14, 15] et au cas ou`
le conducteur de M est concentre´ en un nombre fini et fixe de places [1]
par la meˆme me´thode. Le lecteur peut e´galement consulter avec profit les
survols [50,72,73].
Il y a des analogies profondes entre la de´monstration du the´ore`me de
Cornut-Vatsal et la de´monstration du The´ore`me 1. On peut trouver une
discussion lucide d’un tel rapprochement dans l’introduction de [44]. Men-
tionnons que la question d’unifier ces deux the´ore`mes est inte´ressante et que
nous y reviendrons dans un article futur.
Re´cemment, A. Buium et B. Poonen [8] ont de´montre´ un re´sultat qui
a e´galement trait a` l’inde´pendance des points de Heegner sur les courbes
elliptiques. Leur re´sultat admet le corollaire suivant: un sous-groupe “de
rang fini” Γ ⊂ E(Q), ne contient pas de point de Heegner de discriminant D
lorsque |D| est suffisamment grand (en fonction de Γ). Dans la terminologie
de [8], un groupe est de rang fini si la dimension sur Q de Γ⊗ZQ est finie. Ce
corollaire ame´liore un re´sultat ante´rieur de N. Schapparer et J. Nekovar [51]
qui montrent que lorsque |D| est suffisamment grand, les points de Heegner
de discriminant D ne sont pas de torsion. Il existe e´galement un re´sultat
conditionnel d’inde´pendance duˆ a` M. Rosen et J. Silverman [60] qui est de
nature diffe´rente.
Rappelons finalement que les travaux [9, 31,48] montrent qu’il existe une
infinite´ de discriminants fondamentaux D tels que E(Q(
√
D)) soit infini,
et que ce fait constitue une e´tape dans la de´monstration du the´ore`me de
Kolyvagin mentionne´ plus haut.
1.2. Une dichotomie. Soit E/Q une courbe elliptique et D un discrimi-
nant fondamental. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (BSD) ad-
met des conse´quences profondes quant au rang de E(HD). On va voir
qu’asymptotiquement deux cas bien distincts devraient se produire.
On note ClD le groupe des classes d’ide´aux de Q(
√
D), et ĈlD son dual.
Le cardinal de ClD est le nombre de classes h(D). On utilisera dans ce
paragraphe librement certaines proprie´te´s connues des fonctions L, le lecteur
peut trouver plus de de´tails dans la suite et dans le survol [17].
Comme l’extension HD/Q est “dihe´drale” (au sens ou` son groupe de Ga-
lois est une extension de Z/2Z par le groupe abe´lien ClD), la fonction L de
E sur HD se factorise en:
(2) L(s,E ⊗Q HD) =
∏
χ∈ĈlD
L(s,E × χ).
4Ici E × χ est une repre´sentation automorphe autoduale que l’on peut
construire par convolution de Rankin-Selberg. Dans tout le texte on fait
l’hypothe`se simplificatrice suivante:
(S)
Le signe de l’e´quation fonctionnelle de
L(s,E × χ) est inde´pendant de χ ∈ ĈlD.
Cette hypothe`se est relativement faible, et ve´rifie´e dans la plupart des cas.
Toutefois on met en garde le lecteur sur le fait qu’elle n’est pas toujours
ve´rifie´e.
Alors ce signe ne de´pend que de E et de D, on le note sgn(E,D) ∈ {±1}.
C’est par exemple le signe de l’e´quation fonctionnelle de la fonction L du
changement de base E ⊗Q Q(
√
D). Selon la valeur de sgn(E,D) on a deux
situations bien distinctes:
1er cas. Lorsque sgn(E,D) = −1, il est clair que L(1/2, E × χ) = 0 pour
tout χ ∈ ĈlD. Ainsi l’ordre d’annulation de L(s,E ⊗Q HD) est au moins
h(D). Admettant la conjecture BSD on aurait donc:
(3) rangE(HD) > h(D)≫ǫ |D|1/2−ǫ , pour tout ǫ > 0.
La deuxie`me ine´galite´ est le the´ore`me de Siegel [61].
2nd cas. Lorsque sgn(E,D) = +1 on ne peut pas tirer de conclusion
imme´diate quant a` l’annulation de L(1/2, E × χ). Les conjectures de type
Katz-Sarnak [35] sugge`rent que la fonction L(s,E × χ) ne s’annule pas “en
ge´ne´ral” au point critique 1/2. Il serait long de pre´ciser quantitativement
cette heuristique (formalisme des petits ze´ros de familles de fonctions L). Il
est difficile de formuler une conjecture pre´cise (borne´? croissance au plus
logarithmique?), mais on s’attend clairement a` ce que le rang de E(HD) soit
significativement plus petit que dans le 1er cas.
1.3. Re´sultat principal. Dans cet article on de´montre le re´sultat quanti-
tatif suivant qui va dans la direction de la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer en e´tablissant une version faible de la conclusion du 1er cas ci-dessus.
E´tant donne´e la dichotomie, la condition (5) est optimale.
The´ore`me 1. Il existe un re´el δ > 0 tel que l’on ait, pour toute courbe
elliptique E de´finie sur Q, l’ine´galite´
(4) rangE(HD) > |D|δ
quel que soit le discriminant fondamental ne´gatif D qui est assez grand et
qui satisfait (S) et
(5) sgn(E,D) = −1.
Remarque 1. Soit N > 1 le conducteur de E. Il est possible de pre´ciser
le fait que D est assez grand en disant que |D| > NA ou` A > 0 est une
constante absolue, mais ineffective. Pour cela, il suffit de ve´rifier que toutes
les constantes de la de´monstration ont une de´pendance polynomiale en N ,
ce qui ne pose pas de difficulte´ particulie`re.
5Remarque 2. Toutes les notions de cet article peuvent eˆtre vues a` isoge´nie
pre`s. Par exemple, ne de´pendent que de la classe d’isoge´nie de E: le rang
E(HD), la construction des points de Heegner, les fonctions L(s, f×χ), donc
en particulier le signe sgn(E,D), le conducteur N . Cela sugge`re donc que la
de´monstration aussi doit eˆtre suffisament robuste pour ne pas eˆtre sensible
aux isoge´nies.
Remarque 3. L’exposant δ provient d’une majoration de sous-convexite´ pour
la convolution de Rankin-Selberg GL(2)Q × GL(2)Q. Dans le contexte du
The´ore`me 1, cette majoration profonde a e´te´ e´tablie par Ph. Michel dans [46]
avec l’exposant δ = 1/1057. Sous l’hypothe`se de Lindelo¨f ge´ne´ralise´e, on
pourrait choisir δ = 1/2− ǫ avec ǫ arbitrairement petit.
Remarque 4. Dans [67], l’auteur a e´nonce´ un re´sultat similaire ou` (5) est
remplace´e par la “condition de Heegner”. La condition de Heegner est le
fait que tous les facteurs premiers de N sont de´compose´s dans Q(
√
D). La
condition (5) est optimale au sens ou` c’est la condition la plus faible sous
laquelle on peut construire des points de Heegner de discriminant D sur E.
Remarque 5. G. Ricotta et T. Vidick [55,56] ont re´alise´ des calculs nume´riques
et e´tabli que l’ine´galite´ (4) est valide en moyenne sur D sous la condition de
Heegner.
Remarque 6. Dans [44, Theorem 3], on peut trouver une de´monstration
conditionnelle du The´ore`me 1. La de´monstration repose sur une hypothe`se
de´licate note´e Sβ,θ. Sous l’hypothe`se de Lindelo¨f ge´ne´ralise´e, Sβ,θ est vraie
pour tout 0 < β < 1 et θ > 0 ce qui impliquerait (4) avec l’exposant
δ = 1/10. Cet exposant est moins bon que l’exposant 1/2 discute´ dans la
Remarque 3, mais il faut souligner que le raisonnement de [44, section 4] ne
fait pas appel a` la profonde formule de Gross-Zagier.
Remarque 7. La signification de l’hypothe`se Sβ,θ, est qu’il existe “beaucoup”
de petits premiers de´compose´s dansQ(
√
D) ce qui s’interpre`te ge´ome´triquement
en le fait qu’il existe “beaucoup” de points de Heegner qui sont hauts dans
la pointe de X0(N) – au sens ou` la partie imaginaire est grande. Dans le
chapitre 5, on de´montre le The´ore`me 1 sous la condition de Heegner et notre
de´monstration repose e´galement sur un re´sultat quantitatif (les Lemmes 5
et 6). On peut comprendre le raisonnement de la manie`re suivante: la ma-
joration de Burgess implique que les points de Heegner sont hauts dans la
pointe en moyenne (c’est une version faible du the´ore`me d’e´quidistribution
de Duke).
Remarque 8. Jusqu’a` pre´sent, le seul re´sultat connu concernant le rang de
E(HD) est le fait qu’il est > 1 pour |D| assez grand. En effet par le re´sultat
de Nekovar-Schapparer [51], les points de Heegner de discriminant D ne sont
pas de torsion pour |D| assez grand. Signalons qu’il y a un point commun
entre [51] et notre approche: une e´tape importante de la de´monstration du
The´ore`me 1 consiste a` e´tablir (voir (29)), que la hauteur de Ne´ron-Tate des
6points de Heegner tend vers +∞ avec D (rappelons que les points de torsion
sont les points de hauteur nulle).
Remarque 9. Bien que les travaux de Buium-Poonen [8] et le pre´sent article
e´tablissent des re´sultats de nature diffe´rente et ont e´te´ conduits inde´pendamment,
il est inte´ressant de noter que certains arguments sont similaires, notamment
l’ide´e de comparer deux *-limites de mesures et de montrer qu’elles sont dis-
tinctes (c’est aussi l’argument cle´ dans la de´monstration de la conjecture de
Bogomolov [70,79]).
1.4. Le plan de la de´monstration. Dans ce paragraphe nous expliquons
notre strate´gie pour de´montrer le The´ore`me 1.
La premie`re observation est que la condition (5) est e´quivalente a` l’existence
de points de Heegner de discriminant D sur E(HD). Ce fait classique est
bien entendu une cle´ pour obtenir le The´ore`me 1 dans ce degre´ optimal de
ge´ne´ralite´. 1 Notre objectif est donc de montrer que ces points sont suffisam-
ment inde´pendants. Pre´cise´ment on montrera que le sous-groupe engendre´
par les points de Heegner de discriminant D est de rang > |D|δ pour D assez
grand.
Pour cela on utilise l’action par le groupe de Galois Gal(HD/Q(
√
D)) =
ClD et la formule de Gross et Zagier dont on rappelle en de´tail l’e´nonce´ dans
le chapitre 2. Soit χ un caracte`re de ClD. On de´duit de cette formule que
l’espace χ-isotypique (E(HD)⊗ZC)χ est non re´duit a` {0} si la valeur spe´ciale
de la de´rive´e L′(12 , E × χ) est non nulle.
Pour e´tudier la non-annulation de L′(12 , E×χ), on fait une moyenne sur les
caracte`res χ, voir l’e´quation (17) (on appellera cette moyenne “moment”).
On a besoin d’une estime´e asymptotique pour ce moment, ou plus exacte-
ment d’une minoration. Pour cela, on utilise une seconde fois la formule de
Gross et Zagier: le moment est e´gal a` la hauteur de Ne´ron-Tate d’un point
de Heegner de discriminant D sur E.
La minoration de cette hauteur (Proposition 1) est le point central de la
de´monstration et fait l’objet du chapitre 4. Il est connu des experts (bien
que non publie´), que la hauteur des points spe´ciaux ou plus ge´ne´ralement
des sous-varie´te´s spe´ciales des varie´te´s de Shimura ne s’accumule pas en ze´ro.
La Proposition 1 dit que c’est e´galement le cas lorsque l’on projette sur les
varie´te´s abe´liennes quotientes. On montrera ce re´sultat dans le chapitre 4
en faisant appel a` deux re´sultats profonds d’e´quidistribution en ge´ome´trie
arithme´tique: le the´ore`me de L. Szpiro, E. Ullmo et Zhang [63] concernant
les petits points et le the´ore`me de W. Duke [22] concernant les points de
Heegner.
Pour conclure a` la non-annulation de L′(12 , E × χ), on fait appel a` la
majoration de sous-convexite´ (16) de´montre´e par Michel [46].
1Dit autrement: de`s que le le groupe E(HD) est gros (1
er cas), on “sait” construire des
points alge´briques.
7Remarque 10. Une diffe´rence notable avec les travaux de Cornut-Vatsal est
la suivante. Dans les travaux de Cornut-Vatsal, il est de´montre´ que la de´rive´e
spe´ciale L′(1/2, E×χ) ne s’annule pas pour un caracte`re χ suffisamment ram-
ifie´. Puis le re´sultat d’alge´bricite´ de Shimura implique que la non-annulation
se produit pour tous les conjugue´s de χ par Galois (cette ide´e a e´te´ exploite´e
pour la premie`re fois dans les travaux de Rohrlich [47,57–59] – qui contien-
nent aussi l’ide´e de former le moment d’ordre un). Si l’on fixe D et p (comme
le font Cornut-Vasal), le nombre d’orbites par Galois des caracte`res anticy-
clotomiques de conducteur p est borne´ lorsque n → ∞. Cela vient du fait
que l’on a des Zp-extensions. Ainsi la non-annulation pour un caracte`re de la
famille (ou plus pre´cise´ment un nombre fini fixe´) entraˆıne la non-annulation
pour toute la famille. Par contre, dans le cadre du The´ore`me 1 cet argument
d’alge´bricite´ ne s’applique pas: les caracte`res du groupe de classes (=non
ramifie´s) ne sont pas en ge´ne´ral conjugue´s.
Remarque 11. L’auteur a de´veloppe´ d’autres me´thodes pour estimer asymp-
totiquement le moment (17), la cle´ de vouˆte de la non-annulation. On ren-
voie a` [68] pour une approche purement analytique. On trouvera e´galement
dans [68] une comparaison pre´cise avec le pre´sent article.
1.5. Reformulation. Dans la de´monstration re´sume´e ci-dessus on peut eˆtre
plus pre´cis encore et rendre comple`tement transparent le roˆle de la formule
de Gross-Zagier vis-a`-vis de la conjecture BSD.
Ou bien L′(1/2, E × χ) 6= 0 et alors on peut conclure par la formule de
Gross-Zagier que (E(HD)⊗Z C)χ est non re´duit a` {0}. Ou bien L′(1/2, E ×
χ) = 0, et la conjecture BSD impliquerait que (E(HD)⊗ZC)χ est de dimen-
sion au moins 3.
La de´monstration peut donc s’interpre´ter ainsi. La deuxie`me alternative
est la plus favorable pour le rang, mais sa conclusion e´tant conjecturale on
la met de cote´! En fait on concentre meˆme tous nos efforts pour montrer
(inconditionnellement) que la premie`re alternative se produit suffisamment
souvent!
1.6. Varie´te´s abe´liennes modulaires. Dans l’e´nonce´ du The´ore`me 1, il
est possible de remplacer la courbe elliptique E par une varie´te´ abe´lienne
modulaire. On explique dans ce paragraphe quelles sont les modifications a`
apporter pour traiter ce cas. Soit f une forme primitive de poids 2 et A la
varie´te´ abe´lienne associe´e par la construction d’Eichler-Shimura.
La condition (5) est remplace´e par le fait que le changement de base de2 f
de Q vers Q(
√
D) a une e´quation fonctionnelle avec signe −1. Le Lemme 4
doit eˆtre modifie´ de la manie`re suivante: la mesure image ϕ∗µ est distincte
de la mesure de Haar d’un translate´ d’une sous-varie´te´ abe´lienne de A. La
de´monstration de cette variante ne pose pas de difficulte´s particulie`res. Le
2Il serait interessant de caracte´riser ce signe en fonction de A et D seulement, sans faire
appel a` la forme f .
8the´ore`me de Szpiro-Ullmo-Zhang [63] s’applique aux varie´te´s abe´liennes. Le
reste de la de´monstration s’adapte sans modification.
Remarque 12. Graˆce a` la conjecture de Serre [76], on sait que certaines
varie´te´s abe´liennes sont modulaires. C’est le cas des Q-courbes elliptiques
au sens de Ribet [54], c’est-a`-dire que E, de´finie sur Q, est isoge`ne a` tous
ses conjugue´es. C’est e´galement le cas des GL2-varie´te´s abe´liennes simples
(Ribet [54] montre qu’une courbe elliptique est une Q-courbe si et seulement
elle est le quotient d’une GL2-varie´te´ abe´lienne). On dit que A est une GL2-
varie´te´ abe´lienne simple lorsque l’alge`bre EndQ(A) est un corps de nombres
de degre´ dim(A).
1.7. Proble`mes ouverts. Comme on l’a dit dans la Remarque 3, sous
l’hypothe`se de Lindelo¨f on pourrait choisir δ arbitrairement proche de 1/2.
On connaˆıt des approches analytiques (proce´de´ de mollification) pour de´montrer
des the´ore`mes de non-annulation a` cette pre´cision, voir notamment [4,32,38].
Dans le cas pre´sent, il faudrait eˆtre en mesure d’e´valuer asymptotiquement le
second moment 1h(D)
∑
χ∈ĈlD
L′(1/2, f×χ)2 (en fait le second moment tordu
pour eˆtre pre´cis). Le grand e´cart entre la taille de la famille (environ |D|1/2)
et le conducteur de la famille (qui est |D|4) rend cette analyse de´licate, et
en fait hors de porte´e des techniques actuelles.
En fait il serait tre`s inte´ressant (et encore plus difficile!) de montrer que
toutes les de´rive´es spe´ciales L′(1/2, E × χ) sont non nulles pour D assez
grand et χ ∈ ĈlD. On pourrait alors en de´duire que les points de Heegner
engendrent un sous-groupe de E(HD) qui est de rang h(D) et d’indice fini,
comme cela est signale´e a` la deuxie`me page de l’introduction de [16].
Signalons que la plupart des questions relatives a` E(HD) pour D >
0 (corps de classes des corps quadratiques re´els) sont ouvertes a` l’heure
actuelle, voir [18]. Pourtant la conjecture BSD implique de la meˆme fac¸on
que rangE(HD) > h(D) lorsque sgn(E,D) = −1. Bertolini-Darmon con-
struisent des points de Stark-Heegner et conjecturent qu’ils sont de´finis sur
HD. On peut penser qu’ils engendrent un large sous-groupe comme dans le
The´ore`me 1. Pour mesurer la difficulte´ d’une telle question, rappelons que
lorsque D → +∞, on ne connaˆıt aucune borne infe´rieure pour le nombre de
classes h(D).
1.8. Notations. Si π est une repre´sentation automorphe parabolique de
GLn/Q, on note L(s, π) sa fonction L, normalise´e de sorte que l’e´quation
fonctionnelle lie s et 1− s.
1.9. Organisation des chapitres. On a choisi de concentrer les arguments
nouveaux dans les chapitres tre`s courts 3 et 4. On espe`re ainsi rendre la
lecture de la de´monstration totalement transparente. Les chapitres sont
articule´s de la manie`re suivante.
Dans le chapitre 2 on rappelle le formalisme des courbes de Shimura,
des points de Heegner et l’e´nonce´ de la formule de Gross et Zagier. On y
9de´montre le Lemme 4 qui sera important pour la suite. Dans le chapitre 3 on
de´montre le The´ore`me 1 a` partir de la Proposition 1. Dans le chapitre 4 on
de´montre la Proposition 1. Dans l’appendice 5 on de´montre la Proposition 1
sous la condition de Heegner usant d’arguments rudimentaires faisant appel
aux pointes des courbes modulaires.
2. Rappels: la formule de Gross et Zagier.
Les re´sultats de ce chapitre sont connus. Nous n’avons pas trouve´ une
re´fe´rence qui donne clairement les e´nonce´s ne´cessaires a` la de´monstration
du The´ore`me 1 dans le cas optimal de la condition (5). C’est pourquoi il
nous paraˆıt judicieux de rappeler ici le strict ne´cessaire des re´sultats qui
me`nent a` la construction des points de Heegner sur les courbes elliptiques
(une re´fe´rence plus comple`te est [80] mais il est demande´ que N et D soient
premiers entre eux). Nous ne donnerons aucune de´monstration mais ren-
voyons a` suffisamment de re´fe´rences bibliographiques pour que le lecteur
consciencieux puisse reconstituer sans trop de difficulte´ des de´monstrations
comple`tes.
2.1. Courbes modulaires et courbes de Shimura. Pour construire une
courbe de Shimura, on a besoin de certaines “donne´es” dans la terminologie
introduite dans [19]. Dans cet article, on pourra se contenter de la de´finition
rudimentaire suivante:
De´finition 1 (Donne´es). On de´signe par N = (N1, N2, (Kp)p|N1N2) la donne´e
de deux entiers N1 > 1 et N2 > 1 premiers entre eux et pour tout premier
p divisant N1N2 d’une extension quadratique Kp de Qp, a` isomorphisme
pre`s. On dira que N est de niveau N1N2. On impose de plus les conditions
suivantes:
(i) lorsque p|N2, Kp est un corps;
(ii) le nombre de facteurs premiers de N2 est pair;
(iii) lorsque p|N2 et Kp = Qp2 est l’extension non ramifie´e de Qp, vp(N2)
est impair;
(iv) lorsque p|N1 et Kp = Qp2 est l’extension non ramifie´e de Qp, vp(N1)
est pair.
Remarque 13. Observons qu’il y a au plus 15 × 7ω(N) donne´es de niveau
N > 1, ou` ω(N) est le nombre de diviseurs premiers de N .
Lemme 1 (Alge`bre de quaternions). Soit N une donne´e de niveau N . A`
isomorphisme pre`s, il existe une unique alge`bre de quaternions B sur Q qui
est ramifie´e en les premiers divisant N2. Pour tout premier p|N1N2, il existe
un plongement Kp →֒ B ⊗Q Qp (morphisme de Qp-alge`bres) qui est unique
a` B×p -conjugaison pre`s.
Ce lemme est bien connu et fait appel aux conditions (i) et (ii) de la
De´finition 1. Dans la suite on pose Bp = B ⊗Q Qp et on fixe un plongement
Kp →֒ Bp. On peut trouver une de´monstration claire du lemme suivant
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dans [28, Proposition 3.4] (voir e´galement les sections 2 et 3 de [30] pour une
description explicite lorsque Bp est non de´ploye´e).
Lemme 2 (Ordre de Bass). Pour tout premier p|N1N2, il existe un ordre
local Rp ⊂ Bp qui contient l’anneau des entiers de Kp et qui est de discrim-
inant re´duit pvp(N). Il est unique a` K×p -conjugaison pre`s. Il existe un ordre
global R ⊂ B tel que R⊗Z Zp = Rp pour tout p|N1N2 et R⊗Z Zp ≃M2(Zp)
pour tout p ∤ N1N2.
Soit A l’anneau des ade`les sur Q, Af le sous-anneau des ade`les finies et
Ẑ := lim←−Z/mZ. On pose B̂ := B ⊗Q Af et R̂ := R ⊗Z Ẑ. L’ensemble R̂
×
est un sous-groupe ouvert compact de B̂×. Soit G le groupe alge´brique sur
Q associe´ a` B×, c’est-a`-dire que G(A) = (B ⊗Q A)× pour toute Q-alge`bre
A. En particulier G(Af ) = B̂
×. On fixe un isomorphisme de R-alge`bres
B ⊗ R ≃ M2(R), de sorte que G(R) ≃ GL2(R). Soit S := ResC/R(Gm) et
h : S→ G(R) le morphisme qui envoie x+ iy sur
(
x y
−y x
)
.
De´finition 2. On note XN la courbe de Shimura associe´e a` la donne´e de
Shimura (G,h, R̂×). C’est une courbe projective lisse connexe sur Q.
Exemple 1. Lorsque N2 = 1 et pour tout p|N1, l’extension Kp est de´ploye´e
(c’est-a`-dire isomorphe a` Qp ⊕Qp), XN est la courbe modulaire X0(N1).
L’ordre R n’est pas unique a` B×-conjugaison pre`s, mais il est unique a`
B̂×-conjugaison pre`s. AinsiXN ne de´pend pas du choix deR a` isomorphisme
pre`s. Dans la terminologie de [23], la donne´e N de´termine le “type” de R.
Deux bonnes re´fe´rences pour des proprie´te´s plus fines de XN sont [49,80].
3
Pour alle´ger les notations, on note X = XN dans la suite de ce paragraphe
et dans les deux suivants. L’uniformisation complexe est donne´e par:
(6) X(C) = B×\(C − R)× B̂×/R̂×
(du moins lorsque N2 > 1). Par le the´ore`me d’approximation forte [52], on a
B×+R̂× = B̂× ou` B×+ est le sous-groupe des e´le´ments de B× de norme re´duite
positive. Ainsi X est ge´ome´triquement connexe et X(C) = Γ\H ou` H est le
demi-plan de Poincare´ et Γ ⊂ SL2(R) ⊂ GL2(R) est le re´seau arithme´tique
cocompact de´fini par Γ := B×+ ∩ R̂×. La courbe X n’est rationnelle (iso-
morphe a` P1Q) que dans un nombre fini de cas qui seront automatiquement
exclus dans la suite.
Exemple 2. Lorsque N2 = 1, il faut modifier le´ge`rement l’uniformisation
complexe (6). Le re´seau Γ n’est pas cocompact et il manque au quotient
Γ\H un nombre fini de pointes pour former la surface de Riemann compacte
X(C). L’exemple de la courbe modulaire X0(N1) est bien connu.
3Dans [80], Kp est non ramifie´e pour tout p|N1N2.
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Remarque 14. Dans les articles [2, 3, 6, 10] il est demande´ que N2 soit sans
facteur carre´. Dans ce cas les ordres locaux Rp et l’ordre R sont des ordres
d’Eichler. Un ordre d’Eichler est l’intersection de deux ordres maximaux.
2.2. Construction d’un diviseur rationnel de degre´ 1. A` partir de
maintenant on suppose que X n’est pas rationnelle. Soit J la Jacobienne de
X. C’est une varie´te´ abe´lienne sur Q de dimension le genre de X.
Dans [80, 81], Zhang construit un diviseur rationnel sur X (qu’il baptise
“diviseur de Hodge” pour l’analogie des ge´ome´tries complexes et d’Arakelov).
Ce diviseur joue un roˆle important dans l’e´nonce´ de la formule de Gross-
Zagier ge´ne´rale et dans le fait que l’image des points de Heegner sur les
courbes elliptiques restent de´finis sur HD (et pas sur une extension de HD).
Lemme 3 (Zhang). Il existe un unique diviseur ξ ∈ Pic(X) ⊗Z Q avec les
proprie´te´s suivantes:
(i) ξ est de degre´ 1,
(ii) pour tout entier n premier a` N1N2, Tnξ = deg(Tn)ξ, ou` Tn est le
n-ie`me ope´rateur de Hecke.
On note ι : X → J le morphisme de´fini sur Q induit par ce diviseur.
Rappelons la construction de ξ. Lorsque N1N2 est suffisamment grand
(typiquement lorsque le groupe Γ est sans torsion) on peut prendre pour
ξ la classe du diviseur canonique 1g [Ω
1
X ]. Dans le cas ge´ne´ral, il suffit de
conside´rer la projection X ′ → X d’une courbe de Shimura X ′ de niveau
suffisamment grand et de projeter le diviseur ξ′ de X ′ sur X. Le lemme est
alors une conse´quence facile de la formule d’Hurwitz, voir [14, section 3.5]
pour plus de de´tails.
Exemple 3. Lorsque N2 = 1, on peut choisir pour ξ un diviseur de degre´ 1
supporte´ en les pointes, typiquement (i∞) comme dans [27]. L’unicite´ de ξ
est compatible avec le the´ore`me de Manin-Drinfeld [20,39].
2.3. Points de Heegner. Soit K = Q(
√
D) un corps quadratique imagi-
naire tel que K ⊗Q Qp soit isomorphe a` Kp pour tout p|N1N2. Il existe un
plongement K →֒ B (unique a` B×-conjugaison pre`s). On en fixe un et on
conside`re dans la suite que K est inclus dans B. On choisit l’ordre R du
Lemme 2 de telle sorte que OK ⊂ R.
Soit z l’unique point de H ⊂ C− R qui est fixe par l’action de K× (cette
action est induite par l’inclusion K× ⊂ B× ≃ GL2(R)). Soit zD ∈ X(C) le
point qui est de´fini par la double classe B×[z, 1]R̂× dans l’uniformisation (6).
D’apre`s la the´orie de la multiplication complexe, voir [5] ou [49, section
2.4], le point zD est alge´brique, de´fini sur K
ab et l’action par le groupe de
Galois Gal(Kab/K) est donne´e de la manie`re suivante. Soit rec : K×\K̂× →
Gal(Kab/K) l’application de re´ciprocite´ du corps de classes. Alors pour tout
t ∈ K̂× le conjugue´ de la double classe B×[z, 1]R̂× par l’automorphisme
rec(t) est la double classe B×[z, t]R̂×.
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Les doubles classes B×[z, 1]R̂× et B×[z, t]R̂× sont e´gales si et seulement si
il existe b ∈ B× et k ∈ R̂× tels que b · z = z et b = tk. La premie`re condition
est e´quivalente a` b ∈ K× et alors la deuxie`me condition implique k ∈ K̂× ∩
R̂× = ÔK
×
. Le stabilisateur de zD par Galois est donc rec(K
×\K×/ÔK
×
),
qui n’est autre que Gal(HD/K). En particulier, le corps de de´finition de zD
est exactement HD.
2.4. The´ore`me de Wiles. Soit E une courbe elliptique de conducteur N .
On sait graˆce aux travaux deWiles [75] et Taylor-Wiles [65] (le cas ge´ne´ral est
e´tabli dans [7]), que l’on peut associer a` E une forme modulaire f primitive
de poids 2 et de niveau N et qu’il existe un morphisme non constant ϕ :
X0(N) → E de´fini sur Q (rappelons que f , vue comme forme diffe´rentielle
surX0(N) est proportionnelle au pullback par ϕ d’une diffe´rentielle de Ne´ron
sur E). On demande traditionnellement que l’image de la pointe i∞ soit
l’origine de E.
Le morphisme ϕ est “une parame´trisation de Weil” au sens de [42]. On
peut trouver des informations supple´mentaires dans le rapport [40] (comme
les de´finitions d’une “courbe de Weil forte” et d’une “parame´trisation de
Weil forte”). Rappelons ici ([42, Lemme 1]), que ϕ est e´tale en la pointe i∞.
En effet le premier coefficient de Fourier de f est non nul par la the´orie des
formes nouvelles.
2.5. Correspondance de Jacquet-Langlands. On peut associer a` f une
unique repre´sentation automorphe cuspidale π de GL2(A), voir [11,25]. On
note π ≃ ⊗vπv sa de´composition en produit tensoriel de repre´sentations
locales. Une conse´quence de la correspondance de Jacquet-Langlands [33,
part III] est qu’il existe e´galement un morphisme non constant ϕ : XN → E
quelque soit la donne´e N = (N1, N2, (Kp)p|N1N2) qui ve´rifie la condition
suivante (le groupe G/Q et l’ordre R sont de´finis au § 2.1):
Condition 1. Pour tout p|N2, la repre´sentation πp est de carre´ inte´grable.
La repre´sentation automorphe cuspidale π′ de G(A) associe´e a` π par la cor-
respondance de Jacquet-Langlands admet un vecteur invariant par R̂×.
Remarque 15. Cette condition est “locale”. En effet une formulation e´quivalente
est la suivante. Pour tout p|N1 (resp. p|N2), la repre´sentation πp (resp. π′p)
admet un vecteur invariant par le sous-groupe ouvert compact R×p ⊂ G(Qp).
L’objet de ce paragraphe est de rappeler brie`vement les e´tapes de la con-
struction du morphisme ϕ. On note Vπ′ ⊂ L2(Z(A×)G(Q)\G(A)) l’espace
de la repre´sentation π′ (ou` Z ≃ Gm est le centre de G). La Condition 1
dit que le C-espace vectoriel V R̂
×
π′ des e´le´ments qui sont invariants par R̂×
est non-re´duit a` {0}. La Q-alge`bre de Hecke H := Q[R̂×\B̂×/R̂×] agit na-
turellement sur cet espace et la repre´sentation est isotypique. On note I le
noyau de cette action.
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L’alge`bre H agit par isoge´nies sur la Jacobienne JN de XN . Le quotient
de JN par I est une varie´te´ abe´lienne E′, voir par exemple [49, (1.19)]. Elle
est de dimension 1 (courbe elliptique).
Par la relation d’Eichler-Shimura, la cohomologie l-adique de la courbe
elliptique E′ est isomorphe a` celle de E (en tant que Gal(Q/Q)-module),
pour tout l ∤ N1N2. Le the´ore`me de Faltings [24] montre que E
′ est isoge`ne
a` E.
La compose´e des trois applications XN
ι→ JN → E′ ∼ E est le morphisme
non constant ϕ que l’on voulait construire.
2.6. Mesures et points images. Graˆce a` l’application ϕ, on peut “pousser”
des objets de XN sur E. Par exemple l’image ϕ(zD) du point de Heegner
du § 2.3 appartient a` E(HD) et jouera un roˆle central dans la suite. Remar-
quons que le corps de de´finition de ϕ(zD) est en ge´ne´ral strictement inclus
dans HD (mais l’indice est borne´ par le degre´ de ϕ).
On peut aussi conside´rer des mesures images. Dans la suite on aura besoin
du lemme suivant (qui apparaˆıt inde´pendamment dans [8, Lemma 3.6]):
Lemme 4. Soit µ la mesure hyperbolique sur XN (C) ≃ Γ\H qui provient de
l’uniformisation par le demi-plan de Poincare´. La mesure image ϕ∗µ n’est
pas une mesure de Haar de E(C).
Proof. Soit g : C → E(C) le reveˆtement universel de E(C). La mesure de
Haar ν sur E(C) est la mesure quotient d’une mesure de Haar sur C.
Si N2 = 1, conside´rons l’uniformisation locale de la pointe i∞ (en tant
que surface de Riemann). Elle est induite par l’application η : Γ\H → D
donne´e par z 7→ e2iπz/h, ou` h > 0 la largeur de la pointe i∞, c’est-a`-dire que
le stabilisateur de i∞, est Γ∞ =
(
1 hZ
0 1
)
. Conside´rons les morphismes:
(7) D
η←− XN (C) ϕ−→ E(C) g←− C
Soit A = {x + iy, 0 6 x < h, Y < y < ∞} ⊂ H. Lorsque Y > 0 est assez
grand on peut conside´rer A comme un sous-ensemble de XN (C). On va
montrer que les volumes de ϕ(A) pour les mesures respectives ϕ∗µ et ν sont
distincts. Pour le premier volume on e´crit:
(8) ϕ∗µ(ϕ(A)) = µ(ϕ
−1(ϕ(A))) > µ(A) ∼ Y.
Pour le second, soit B = η(A) ⊂ D qui est la boule ouverte de centre 0 et de
rayon r := e−2πY/h. Lorsque Y est assez grand, la restriction η|A : A → B
est inversible et on a:
(9) ϕ(A) = ϕ ◦ η|−1A (B).
L’application ϕ ◦ η|−1A est holomorphe, donc ϕ(A) est inclus dans une boule
euclidienne de rayon proportionnel a` r (en fait le diame`tre de ϕ(A) est
vraiment proportionnel a` r parce ϕ est e´tale en i∞). On en de´duit que
ν(ϕ(A)) ≪ r2 = e−4πY/h. Il est clair que les deux volumes ϕ∗µ(ϕ(A)) et
ν(ϕ(A)) sont distincts lorsque Y est suffisamment grand.
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Supposons que N2 > 1. Alors XN (C) = Γ\H. Conside´rons cette fois la
projection ρ : H→ Γ\H et les morphismes:
(10) H
ρ−→ Γ\H ϕ−→ E(C) g←− C.
L’application compose´e ϕ◦ρ : H→ Γ\H→ E(C) est ne´cessairement ramifie´e
(puisque le reveˆtement universel du tore E(C) est g : C → E(C) et que C
et H ne sont pas isomorphes). Soit x ∈ H un point d’indice de ramification
e > 1. Soit A une boule de centre x et de rayon r plus petit que le rayon
d’injectivite´ de ρ (en x). On va montrer que les volumes de ϕ◦ρ(A) pour les
mesures respectives ϕ∗µ et ν sont distincts lorsque r est suffisamment petit.
Pour le premier volume, on a la minoration:
(11) ϕ∗µ(ϕ ◦ ρ(A)) = µ(ϕ−1ϕ ◦ ρ(A)) > µ(ρ(A)) = µ(A) ∼ r2.
Pour le second, on observe que ϕ◦ρ(A) est incluse dans une boule euclidienne
de rayon ∼ re, de sorte que ν(ϕ ◦ ρ(A))≪ r2e. Comme e > 1, la conclusion
est claire. 
Remarque 16. Il est possible de faire le meˆme type de raisonnement a` l’aide
d’uniformisations p-adiques de XN .
Remarque 17. La de´monstration du Lemme 4 utilise uniquement le fait que
ϕC est un morphisme non constant XN (C) → E(C). Dans [41], B. Mazur
montre que l’existence d’un tel morphisme est en fait e´quivalent au the´ore`me
de Wiles (ou` l’on demande en plus que φ soit de´finie sur Q).
2.7. Fonctions L de Rankin-Selberg. De´signons par χ ∈ ĈlD un car-
acte`re du groupe des classes d’ide´aux de K. On note L(s, f ×χ) la convolu-
tion de Rankin-Selberg de f avec l’induite quadratique de χ, voir [27,34,81]
pour plus de de´tails. On peut montrer que L(s, f × χ) est auto-duale. Avec
l’hypothe`se (S), le signe de l’e´quation fonctionnelle ne de´pend pas du car-
acte`re χ. Il ne de´pend donc que de E et D, et on le note sgn(E,D) ∈ {±1}.
Remarque 18. Le signe sgn(E,D) est produit de facteurs ǫ locaux. Il n’est
pas ne´cessaire de spe´cifier un caracte`re additif local car le facteur ǫ n’en
de´pend pas, voir [28, Sections 5 et 6]. On note donc ǫv(1/2, f × χ) ∈ {±1}
le facteur epsilon local (normalisation autoduale de Tate). On peut ve´rifier
que ǫ∞(1/2, f × χ) = −1 et que pour tout premier p qui ne divise pas ND,
on a ǫp(1/2, f ×χ) = 1. Le calcul de sgn(E,D) se re´sume donc a` un nombre
fini de conside´rations locales.
Exemple 4. Pour les places restantes (c’est-a`-dire lorsque p|ND), il est pos-
sible de de´terminer ǫp(1/2, f ×χ) explicitement lorsque la ramification com-
mune de f et K n’est pas trop importante. D’apre`s [28, Proposition 6.3]
(voir e´galement [81, section 3.1] ou [50, e´quation (12.6.2.4)]), on a en effet:
ǫp(1/2, f × χ)χD,p(−1) =


χD,p(N) si (p,D) = 1,
χD,p(N) si p|D et (p,N) = 1,
−ap(f)χD,p(N) si p|D et p||N .
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Lorsque les facteurs carre´s de N sont premiers a` D, on a donc
(12) sgn(E,D) = −χD(N)
∏
p|(N,D)
−ap(f).
Rappelons [64] que pour p > 2 avec p|N , on a ap(f) = +1 (resp. ap(f) = −1)
si et seulement si E a re´duction multiplicative scinde´e (resp. non scinde´e).
2.8. Conse´quences d’une e´quation fonctionnelle impaire. Dans toute
la suite on fera l’hypothe`se fondamentale suivante (qui est aussi (5) dans le
The´ore`me 1):
(13) sgn(E,D) = −1.
Observons que cette condition n’est pas tre`s contraignante. Par exemple elle
est toujours satisfaite lorsque (D,N) = 1 et χD(N) = 1.
On de´finit la donne´e N = (N1, N2, (Kp)p|N1N2) de la manie`re suivante.
L’entier N1 est le produit des p
vp(N) ou` p parcourt les premiers p tels que
ǫp(1/2, f × χ) = −χD,p(−1). L’entier N2 est divisible par N/N1, tous ses
facteurs premiers divisent N/N1, et on le choisit suffisamment grand pour la
Condition 1 soit satisfaite. Il n’est pas difficile4 de ve´rifier que N2 = OE(1).
Cela vient du fait qu’il n’y a qu’un nombre fini d’extensions quadratiques de
Qp pour p|N . Pour tout p|N1N2, on pose Kp ≃ K ⊗Q Qp.
Le fait que la donne´e N ve´rifie la hypothe`se (ii) de la De´finition 1 est
e´quivalent a` (13). Le fait que la donne´e N ve´rifie les hypothe`ses (i), (iii)
et (iv) est conse´quence de la formule de Tunnell [69], voir aussi [74] et [28,
Section 5] pour plus de de´tails ainsi que la de´monstration e´le´gante [53]. On
peut donc appliquer les constructions des § 2.1 a` 2.3 (qui fournissent une
courbe de Shimura XN et un point de Heegner zD ∈ XN (HD)).
Exemple 5. Rappelons que la condition de Heegner est le fait que tous les
facteurs premiers de N sont de´compose´s par K. La condition de Heegner
implique (13) (voir les formules donne´es dans l’exemple 4). Dans ce cas, la
donne´e N est (N, 1, (Qp ⊕ Qp)p|N) et XN est la courbe modulaire X0(N).
Les points de Heegner sont alors comme de´finis dans [27, chapter I]. Il faut
voir (13) comme une version optimale de la condition de Heegner.
En fait la formule de Tunnell contient plus d’informations. La donne´e
N a e´te´ choisie de telle sorte que pour tout p|N2, la repre´sentation πp de
GL2(Qp) est de carre´ inte´grable, et pour tout premier p la repre´sentation π
′
p
de B×p posse`de une forme line´aire invariante par le sous-groupe K
×
p .
Rappelons que N et plus particulie`rement N2 sont choisis de sorte que
la seconde hypothe`se de la Condition 1 soit satisfaite (vecteur invariant par
R̂×). On peut donc appliquer les constructions des § 2.4 a` 2.6 (existence
d’un morphisme non constant ϕ : XN → E).
4En fait, sauf pour quelques cas tre`s ramifie´s, on peut choisir N2 := N/N1 d’apre`s la
proposition 6.3 de [28], voir aussi [26].
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2.9. E´nonce´. La formule de Gross et Zagier a e´te´ e´tablie initialement dans [27]
sous la condition de Heegner5, puis dans [81] lorsque (N,D) est sans facteur
carre´ et par X. Yuan, Zhang et W. Zhang [77] dans le cas ge´ne´ral.
La composition de χ avec l’application de re´ciprocite´ du corps de classes
(note´e rec dans le § 2.3) est un caracte`re du groupe de Galois Gal(HD/K).
On introduit
(14) zχ :=
1
h(D)
∑
A ∈ClD
χ(A )ϕ(zAD ),
qui est la χ-composante de ϕ(zD). On note ĥ : E(Q) → R+ la hauteur de
Ne´ron-Tate (voir par exemple [62, Chapitre VIII, Section 9]). Rappelons que
ĥ est une forme quadratique qui est nulle pour les points de torsion et dont
la C-extension a` E(Q)⊗Z C, que l’on notera encore ĥ, est de´finie positive.
The´ore`me 2 (Formule de Gross et Zagier). Il existe une constante α > 0 qui
ne de´pend que de ϕ : XN → E telle que:
(15) L′(1/2, f × χ) = αL(1, χD)ĥ(zχ).
Comme la donne´e N de´pend de D, la constante α de´pend implicitement
de D. Comme E est fixe´e, et qu’il n’existe qu’un nombre fini de donne´es
N de niveau N1N2 = OE(1), il est clair que α ∈]0,∞[ est borne´e lorsque D
varie; en particulier α≫E 1.
3. Le sous-groupe engendre´ par les points de Heegner.
3.1. Non-annulation et rang. Si le re´el L′(12 , f × χ) est non nul, l’espace
χ-isotypique (E(HD)⊗Z C)χ est non re´duit a` {0}. En effet la hauteur de zχ
est alors strictement positive par la formule de Gross et Zagier (15). Ainsi le
rang du sous-groupe engendre´ par le point ϕ(zD) et ses conjugue´s par Galois
est au moins e´gal au nombre de caracte`res χ tels que L′(12 , f × χ) est non
nul.
Rappelons que le nombre total de caracte`res χ ∈ ĈlD est e´gal au nombre
de classes h(D), et que le the´ore`me de Siegel [61] affirme que h(D)≫ǫ |D| 12−ǫ
pour tout ǫ > 0.
3.2. Majoration de sous-convexite´. D’apre`s la majoration de sous-convexite´
e´tablie par Ph. Michel [46, Theorem 2], on a (avec δ := 1/1057):
(16) L′(
1
2
, f × χ)≪f |D|
1
2
−δ, pour tout χ ∈ ĈlD.
On peut noter e´galement que dans le preprint [45], Michel-Venkatesh donnent
une de´monstration de cette majoration de sous-convexite´ dans le cas le plus
ge´ne´ral.
5le dernier Chapitre V de [27] explique que la de´monstration devrait s’adapter au cas
(N,D) = 1.
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3.3. E´valuation du premier moment. On conside`re le moment d’ordre
un. En appliquant la formule de Gross et Zagier (une seconde fois!), on
obtient:
(17)
1
h(D)
∑
χ∈ĈlD
L′(
1
2
, f × χ) = αL(1, χD)ĥ(ϕ(zD)).
Proposition 1. Il existe une constante c > 0 qui ne de´pend que de ϕ :
XN → E et telle que pour tout discriminant |D| suffisamment grand on
a ĥ(ϕ(zD)) > c.
De´monstration du The´ore`me 1.Graˆce a` cette proposition (qui sera de´montre´e
dans le chapitre 4), on peut conclure la de´monstration du The´ore`me 1. En
effet le membre de droite de l’e´quation (17) est donc minore´ par ≫ǫ |D|−ǫ
pour tout ǫ > 0 (on utilise la borne de Siegel pour minorer L(1, χD)). En
appliquant la majoration (16), on en de´duit qu’il existe au moins ≫ǫ |D|δ−ǫ
caracte`res χ tels que L′(12 , f × χ) est non nulle. Le The´ore`me 1 en de´coule
par la discussion du paragraphe 3.1.
Remarque 19. Un corollaire de la formule de Gross et Zagier (15) est que
L′(12 , f × χ) est toujours positif ou nul. Ce fait n’a pas e´te´ utilise´ dans la
de´monstration.
4. Minoration de la hauteur.
Pour un point x de E(Q) ou XN (Q), on de´signe par O(x) l’ensemble de
ses conjugue´s par Galois (que l’on peut voir comme un 1-cycle).
4.1. Le the´ore`me de Duke. Le the´ore`me de Duke dit que O(zD) ⊂ X
est uniforme´ment distribue´ selon µ lorsque D → −∞. Ce the´ore`me est
e´tabli dans [22] lorsque N = 1, dans [21] lorsque N = (N, 1, (Qp ⊕ Qp)p|N )
(courbes modulaires) et dans [78] dans le cas ge´ne´ral. On peut e´galement
consulter [46, Section 6] et [29] pour des re´sultats comple´mentaires.
On en de´duit que ϕ∗O(zD) est uniforme´ment distribue´ dans E(C) selon la
mesure image ϕ∗µ lorsque D → −∞: il suffit de ve´rifier le crite`re de Weyl.
Soit F : E(C)→ R continue avec ∫ Fdϕ∗µ = 0. Alors
(18)
1
h(D)
∑
x∈ϕ∗O(zD)
F (x) =
1
h(D)
∑
x∈O(zD)
F ◦ ϕ(x)
tend vers
∫
F ◦ ϕdµ = 0 lorsque D → −∞.
Comme ϕ : XN → E est de´finie sur Q, il est clair que le cycle ϕ∗O(zD)
est un multiple du cycle O(ϕ(zD)). On en de´duit que O(ϕ(zD)) est uni-
forme´ment distribue´ selon φ∗µ lorsque D → −∞.
4.2. Le the´ore`me de Szpiro-Ullmo-Zhang. Le the´ore`me de Szpiro, Ullmo
et Zhang [63, Theorem 1.2] dans le cas des courbes elliptiques est l’e´nonce´
suivant. Soit (xn) une suite de points de E(Q) deux a` deux distincts et tels
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que ĥ(xn) → 0 quand n → +∞. Alors O(xn) est uniforme´ment distribue´
selon la mesure de Haar ν sur E(C) lorsque n→ +∞.
4.3. De´monstration de la Proposition 1. D’apre`s le Lemme 4, les mesures
φ∗µ et ν sont distinctes. Par contrapose´e, on de´duit des the´ore`mes de Duke
et Szpiro-Ullmo-Zhang qu’il existe un re´el c > 0 tel que ĥ(ϕ(zD)) > c lorsque
|D| est suffisamment grand. Cela conclut la de´monstration de la Proposi-
tion 1 et du The´ore`me 1.
5. Appendice: Minoration sous la condition de Heegner.
Dans ce chapitre on de´montre la Proposition 1 lorsque la condition de
Heegner est satisfaite, c’est-a`-dire que XN = X0(N) est la courbe modu-
laire. En fait on de´montrera une minoration plus fine (29). L’ide´e de la
de´monstration provient de discussions avec A. Venkatesh. Notons que la
minoration (29) est optimale a` une constante multiplicative pre`s d’apre`s nos
travaux [68], voir la Remarque 21.
5.1. Lemmes quantitatifs. De´finissons la quantite´ suivante:
(19) LD := 1
2
log |D|+ L
′
L
(1, χD).
Il est clair que l’on a LD ≪ǫ |D|ǫ pour tout ǫ > 0. On a aussi LD →
+∞ lorsque D → −∞. C’est un ingre´dient important pour conclure a` la
minoration (29), ou` le OE(1) peut eˆtre ne´gatif. Il de´coule de la majoration
de sous-convexite´ de Burgess ou bien de la loi de Weyl uniforme pour les
ze´ros de L(s, χD). Pre´cise´ment d’apre`s [66, Proposition 3.2]:
Lemme 5. On a LD > 13 log |D| pour |D| suffisamment grand.
Le lemme suivant est classique et de´coule de la formule de pe´riode de
Hecke et de la formule limite de Kronecker, voir [66, Section 2]:
Lemme 6. Soit η(z) = q1/24
∞∏
n=1
(1− qn) la fonction η de Dedekind.
(20)
−1
h(D)
∑
A ∈ClD
log
∣∣∣ℑm zAD · η(zAD )4∣∣∣ = LD + log 2− γ.
En particulier on a
(21)
1
h(D)
∑
A ∈ClD
ht zAD =
3
π
LD +O(1)
ou`, pour un point z ∈ H on pose ht z := max
γ∈SL2(Z)
ℑm γz.
En fait on aura besoin de la version en niveauN suivante (la de´monstration
est laisse´e au lecteur):
(22)
1
h(D)
∑
A ∈ClD
htN z
A
D = vol(X0(N))
−1LD +ON (1),
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ou` htN z := max
γ∈Γ0(N)
ℑm γz.
5.2. Hauteurs. Soit ̺ : E/Q →֒ P2Q un plongement donne´ par une e´quation
de Weierstrass (en particulier l’image de l’e´le´ment neutre par ̺ est le point
de coordonne´es [0 : 1 : 0]). D’apre`s le formalisme des hauteurs, on sait que
(23) ĥ(z) = h(̺(z)) +OE(1), pour tout z ∈ E(Q).
Ici h de´signe la hauteur na¨ıve sur P2Q, c’est-a`-dire que pour un point P =
[x1 : x2 : x3] ∈ P2(K) de´fini sur le corps de nombres K on a:
(24) h(P ) :=
1
[K : Q]
∑
v
log max(‖x1‖v , ‖x2‖v , ‖x3‖v),
ou` v parcourt l’ensemble des places de K.
On fixe une place infinie K →֒ C, de sorte que l’on a une inclusion
P2(K) →֒ P2(C). Si l’extension K/Q est galoisienne, et que le point P =
[x1 : x2 : 1] ∈ K2 ⊂ P2(K) n’appartient pas a` la droite a` l’infini, on a:
(25) h(P ) >
1
[K : Q]
∑
σ∈Gal(K/Q)
log+ ‖P σ‖ ,
ou` ‖·‖ est la norme euclidienne6 sur C2 et log+(r) := logmax(r, 1) pour
r ∈ R+.
5.3. Hauteur na¨ıve des points de Heegner. Lorsque D est assez grand,
il est clair que les points de Heegner ϕ(zAD ) sont non nuls (cela de´coule du
fait que le degre´ de ϕ : XN → E est borne´ quand D → −∞, tandis que le
corps de de´finition de zAD est HD qui est de degre´ 2h(D)→ +∞). Dans une
e´quation de Weierstrass, le seul point qui se situe sur la droite a` l’infini est
l’origine. On peut donc appliquer l’ine´galite´ (25) aux points de Heegner, ce
qui donne avec (23):
(26) ĥ(ϕ(zD)) >
1
h(D)
∑
A ∈ClK
log+
∥∥∥̺ ◦ ϕ(zAD )∥∥∥+OE(1).
Reprenons quelques notations introduites au cours de la de´monstration du
Lemme 4. Soit η : Γ0(N) → D l’application induite par z 7→ e2iπz , soit
A := {x + iy, 0 6 x < 1, Y < y 6 ∞} et B := η(A). On choisit Y
suffisamment grand pour que A soit inclus dans X0(N)(C) et que η|A soit
injective.
L’application compose´e ̺ ◦ϕ◦ η|−1A : B → P1(C) est holomorphe et envoie
0 sur le point [0 : 1 : 0]. En fait elle est e´tale au voisinage de 0 de sorte que
l’on a:
(27)
∥∥̺ ◦ ϕ ◦ η|−1A (q)∥∥≫ϕ ‖q‖−1 , pour tout q ∈ B.
On en de´duit:
(28) log ‖̺ ◦ ϕ(z)‖ > 2π · ℑm z +Oϕ(1), pour tout z ∈ A.
6‖[x1 : x2 : 1]‖
2 = x21 + x
2
2
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Avec l’asymptotique (22) puis le Lemme 5 on obtient donc successivement:
(29) ĥ(ϕ(zD)) >
2π
vol(X0(N))
LD +OE(1)≫ϕ log |D|.
Remarque 20. On pourrait ame´liorer le re´sultat pre´ce´dent en conside´rant
toutes les pointes de X0(N) dont l’image par ̺ ◦ ϕ est a` l’infini. On peut
ve´rifier que la contribution d’une telle pointe est identique a` celle de la pointe
i∞ e´tudie´e plus haut.
Remarque 21. L’estime´e (29) est proche du ve´ritable ordre de grandeur. On
montrera en effet dans [68] que ĥ(ϕ(zD)) est asymptotique a`
(30) 24
deg(ϕ)
[SL2(Z) : Γ0(N)]
LD
lorsque D → −∞. Cette asymptotique est compatible avec la minora-
tion (29) et la Remarque 20 puisque
(31) |{pointes κ tq ϕ(κ) = 0}| 6 deg(ϕ).
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